Указания к задачам 

11. класс

1. Разобьем числовую прямую на четыре подмножества:
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. По принципу Дирихле по крайней мере два из пяти чисел будут лежать в одном из этих множеств. Пусть 
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 - два числа из одного подмножества. 

Если обозначить 
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2. Положим 
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. Тогда получим уравнение 
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. Рассмотрим непрерывную функцию 
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. Так как 
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, то существует такое 
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 есть одно из требуемых решений. 
3. Можно. Приведено одно из возможных решений. 
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4. Введем функцию 
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. Рассмотрим числа от 1 до 
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. Разность любых двух чисел из этого множества не делится на 
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. Пусть 
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 два разных числа из этого множества. Тогда 
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 - целые числа, и 
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. Вторая скобка нечетное число, а 
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 тоже не делится на 
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. То есть числа 
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 имеют попарно разные остатки при делении на 
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, а значит одно из них (например 
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) имеет остаток 0. Следовательно 
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5. 


[image: image32]
Дадим конструктивное доказательство этого факта. Пусть О - центр круга Выберем из двух данных точек ту, которая находится дальше от центра круга и обозначим ее через А, а вторую через В (если точки находятся на одном расстоянии, то за А можно взять любую из них). Построим диаметр круга, проходящий через точку А, проведем отрезок ВА и отрезок ВС, перпендикулярный АВ так, что бы точка С лежала на диаметре (несложно доказать, что 
[image: image33.wmf]OA
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, а значит точка С лежит внутри круга). Окружность, описанная около треугольника АС и есть требуемая, так как она проходит через заданные точки, ее диаметр является частью диаметра исходной окружности, и значит построенная окружность лежит внутри заданной. 
10 класс
1. Решая эту систему относительно 
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2. 
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Из теоремы Виета: 
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Поделив обе части равенства 
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Правая часть - целое число, следовательно, 
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, тогда дискриминант равен нулю, а значит 
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. Таким образом получаем, что число таких наборов бесконечно, и все они имеют вид 
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3. Для каждого ученика выпишем количество грамот, которые он придумал. По условию задачи, среди этих чисел встречается не менее пяти различных, всего выписано 30 чисел и сумма написанных чисел равна 40. Поскольку выписано 30 чисел и среди них встречается не менее пяти различных, никакое число не может встречаться более, чем 30 - 5 + 1 = 26 раз. С другой стороны, если единица встречается менее 26 раз, то кроме неё встречается хотя бы два числа, не меньших 2, и ещё хотя бы по одному числу, не меньшему трёх, четырёх и пяти соответственно. Следовательно, сумма всех выписанных чисел не меньше  27 + 2 . 2 + 3 + 4 + 5 = 41, что противоречит условию задачи. Итак, единиц может быть только 26, то есть одну грамоту получили ровно 26 учеников, и по одному ученику получили по две, три, четыре и пять грамот. Значит больше одной грамоты получили 4 человека. 
4. Нет. Если бы они существовали, то имело бы место равенство 
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, что невозможно из-за разных знаков частей равенства.

5. 
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Обозначим радиусы окружностей через 
[image: image51.wmf]5

2

1

,...,

,

r

r

r

, длину отрезка АВ через 
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Из треугольника 
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Рассуждая аналогично, устанавливаем, что 
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Таким образом последовательность 
[image: image62.wmf]5

4

3

2

1

,

,

,.

,

r

r

r

r

r

 является геометрической прогрессией, а значит 
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9 класс.
1. Пусть AB заданный отрезок. Произвольно выбираем точку С и последовательно находим точки D,E,F,G. Точка G искрмая.

[image: image64]
2. Отделить кучку в пять монет и все их перевернуть. 

3. Из первого уравнения 
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Из второго уравнения 
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Отсюда находим 
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Поскольку слева стоит целое число, то и справа стоит целое. Значит 
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 - делитель числа 8. У числа 8 такие делители: 
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. Проверяя их по очереди, получаем ответ: (1,1,1), (4,4,-5), (4,-5,4), (-5,4,4).
4. Если в числе переставить цифры, то остаток при делении этого числа на 9 не изменится. Если была пропущена цифра 
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, то сумма цифр в номере мерседеса при делении на 9 дает такой же остаток, как и сумма цифр в номере жигулей, если к ней прибавить 
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. Это дает возможность однозначно определить 
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, кроме того случая, когда 
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 или 9. Но так как дом не может иметь номер 0, то пропущена цифра 9.
5. Нет, так как диагональ прямоугольника 
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 больше диагонали прямоугольник 
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8 класс

1. Обозначим числа на противоположных гранях куба через 
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, через 
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. Тогда условие можно переписать в виде 
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Так как все числа на гранях натуральные, то каждая из скобок больше единицы. Так как 
[image: image81.wmf]7
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 - единственное представление числа 70 в виде трех сомножителей, каждый из которых больше 1, то сумма всех чисел на гранях равна 2+5+7=14.

2. После каждой из операций четность суммы чисел, написанных на доске не меняется. А так как 1+2+3+…+37 – нечетное число, то оставшееся одно число будет нечетным, а ноль – четное число. 
3. Рассмотрим одну из посаженных сосен. Назовем его деревом 1 и перенумеруем все деревья по порядку. Если дерево 1- сосна, то из деревьев 96 и 2 — одно сосна, а другое — береза. Будем для определенности считать, что дерево 2 — береза, а 96 —сосна. Рассмотрим дерево 96. Справа от него —сосна (дерево 1), значит слева — 95 — береза. Через два дерева от 1 (т. е. 3 и 95) должны быть береза исосна. Поскольку 95 — береза, то 3 — сосна. У дерева 3 два соседа — 2 и 4. Поскольку 2 — береза, то 4 —сосна. Теперь видно, что все время повторяется группа из трех деревьев — БСС — береза и две сосны. Всего деревьев 96, значит эта группа повторится 32 раза. Итак, вокруг замка посажено 32 березы.

4. Пусть 
[image: image82.wmf]a

 - цена килограмма ирисок в копейках (это число натуральное). Записывая неравенства 
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 находим, что оно имеет единственное целое решение 
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. Значит цена 1 руб. 11 коп.
5. 36 можно разложить на множители такими способами
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3

3

6

3

2

9

2

2

6

6

1

9

4

1

12

3

1

18

2

1

36

1

1

36

×

×

=

×

×

=

×

×

=

×

×

=

×

×

=

×

×

=

×

×

=

×

×

=

.

Суммы делителей в каждом из этих случаев разные, кроме разложений 
[image: image86.wmf]9
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[image: image87.wmf]6
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. Значит в любом другом случае, зная сумму, второй математик мог бы найти возраст детей. То, что старший сын рыжий, позволяет сделать вывод, что старшие братья не близнецы, и вариант 1, 6 и 6 не подходит. Таким образом детям 2, 2 и 9 лет.

(заметим, что возможен вариант, когда братьям по 6 лет и они не близнецы, но по логике задачи он не подходит).
7 класс
1.
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2. 
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3. 36 можно разложить на множители такими способами
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Суммы делителей в каждом из этих случаев разные, кроме разложений 
[image: image91.wmf]9
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. Значит в любом другом случае, зная сумму, второй математик мог бы найти возраст детей. То, что старший сын рыжий, позволяет сделать вывод, что старшие братья не близнецы, и вариант 1, 6 и 6 не подходит. Таким образом детям 2, 2 и 9 лет.

(заметим, что возможен вариант, когда братьям по 6 лет и они не близнецы, но по логике задачи он не подходит).

4. Здесь есть лишнее условие (об окунях). Поскольку 6 карасей тяжелее 10 лещей, то они тяжелее и 9 лещей. Треть от 6 карасей тяжелее трети от 9 лещей, то есть 2 карася тяжелее, чем 3 леща
5. 3 яблока разрезать на 4 части, а 4 яблока разрезать на 3 части. 

6 класс

1. В примере задействованы все 10 цифр, в том числе и ноль. Так как ноль не может стоять в знаменателе, то значит он стоит в числителе, и все выражение равно нулю. 
2. Раз среди любых трёх монет обязательно найдётся монета "1 рубль", значит монет другого достоинства не больше двух. То есть все Петины монеты, кроме возможно двух,– это монеты "1 рубль". Раз среди любых четырёх монет обязательно найдётся монета "2 рубля", значит монет, отличных от "2 рублей", не больше трёх. То есть все Петины монеты, кроме возможно трёх,– это монеты "2 рубля". Следовательно, среди вытащенных 5 монет обязательно есть 3 монеты "1 рубль" (других монет может быть не больше двух) и 2 монеты "2 рубля" (других монет может быть не больше трёх). Но 2+3=5 , то есть на самом деле все монеты названы: три рублёвые и две двухрублёвые.
3. Чтобы рассказать сказку и спеть песню ученому Коту требуется 4 + 5 = 9 мин. За 2 часа с 10 утра до полудня пройдет 120 мин. 120 = 9 · 13 + 3. Значит, за это время Кот успеет спеть 13 песен, рассказать 13 сказок, и у него останется 3 мин на то, чтобы начать (но не успеть кончить), рассказывать сказку. А это значит, что в полдень Кот будет идти налево.

4. Если первый — рыцарь, то в силу его слов второй и третий — лжецы, что невозможно из-за высказывания второго островитянина. Значит, первый — лжец. Если второй — лжец, то в силу его слов третий тоже лжец, но тогда первый сказал правду, а он должен был соврать. Значит, второй — рыцарь. В силу его слов третий тоже рыцарь. Третий честно ответит: ''Один''
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